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Авторы оценивают процесс динамического 
контакта «колесо-рельс», для его 
моделирования рассмотрено несколько 
моделей взаимодействия, позволяющих 
учесть различные реологические 
свойства контактирующих тел. В качестве 
инструментальной основы выступают 
уравнения, описывающие движение 
колеса и рельса в вертикальном 
направлении, которые затем решаются 
с использованием начальных условий 
и численной итерационной схемы, 
предполагающей, что на малых временных 
интервалах отдельные величины ведут 
себя линейно. Предлагаемый алгоритм 
позволяет определить, что на средних 
и высоких скоростях движения экипажа для 
описания характера взаимодействия колеса 
и рельса, а также для нахождения отдельных 
динамических величин наилучшим образом 
подходит упруго-пластическая зависимость 
Александрова-Кадомцева.
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При строительстве высокоскорост-ных железнодорожных магистра-лей необходимо учитывать изме-
нение классической модели контакта 
колёсной пары и рельса . С одной сторо-
ны, высокая скорость не позволяет в пол-
ной мере развиться пластическим дефор-
мациям в окрестности площадки контак-
та колеса и рельса [1–4], с другой сторо-
ны, возросшие скорости увеличивают 
динамическую составляющую в итоговых 
напряжениях и усилиях [5–7], и соотно-
шения классической теории Герца [8, 9] 
для контакта двух тел уже не обеспечива-
ют достаточного приближения к резуль-
татам экспериментов [10], не дают опи-
сать все процессы, происходящие как 
в колесе, так и рельсе .
Потребности инженерной практики 
в транспортной отрасли заставляют иссле-
дователей совершенствовать реологические 
модели контактирующих тел, более деталь-
но оценивать характер их взаимодействия 
и сопутствующий им широкий спектр явле-
ний [11, 12] .
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С этой точки зрения, при исследовании 
процесса динамического контактного на-
гружения «колесо-рельс» (рис . 1) предла-
гается рассмотреть несколько контактных 
моделей взаимодействия и учесть различ-
ные реологические свойства взаимодейст-
вующих тел:
1 . Квазистатическая модель Герца [2, 7]: 
P = ka3/2 . (1)
2 . Линейно-упругая модель [7, 8]:
( )1  .P E wa= −  (2)
3 . Вязкоупругая модель [9]:
 ( ) ( ) ( ) 111
1 0
 .
t ttE
P t E w w e dtτa a
τ
′−
−
′= − − −∫    (3)
4 . Упругопластическая модель Кильчев-
ского [6]:
2 3
2 3
2 3
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, 0, ,
, 0, ,
, 0,  .
b
b
b
bP dP dt P P
bP Pd dP dt P P
bP P d dP dt P P
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 (4)
5 . Упругопластическая модель Алексан-
дрова-Кадомцева [6]:
( ) ( )
( )
2 3
max 1
1 max 1
2 3
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, 0,  .f p
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 (5)
6 . Модель, в которой сила взаимодей-
ствия разделена на этап нагружения и раз-
грузки [11] . Для этапа нагружения –  (1), 
для этапа разгрузки:
( )
( )
0
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m
m
P P
a a
a a
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−  
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0
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7 . Вязкоупругая модель с дробными 
производными Римана-Лиувилля [12]:
( )1P D P E D wg g g gτ τ a+ = − , 
( )
( )0
 .
1
t P t td
D P dt
dt Г t
g
gg
′−
′=
′−∫  (7)
В выражениях (1)-(7) a –  местное смятие 
материалов рельса и колеса; k –  коэффици-
ент, зависящий от геометрии контактирую-
щих тел и упругих характеристик их материа-
лов; E
1
 –  модуль упругости области взаимо-
действия колесной пары и рельса; w –  пере-
мещение нижней грани рельса; l	= 5 .7,
( )( )( )1 322 19 16b k k Rπ= + , ( )21 1 11k Es= − ,
 ( )21k Es= − , plkχ π l= , 
( )( )231 13 4P R k kχ= + , 1 2d Rχ= , 
( )( ) 32131 43 kkRb ff += − , 1 1 1p fR R R− − −= − , 
( )( ) 1 2 3 21 max4 3fR k k P χ −= + ,
( ) ( ) ( ) 1max max1 2p pP P Ra b χ
−
= − ,  0 .33b = , 
( )1 21 13 8с k kχ= + ,  plk  –  наименьшая 
из пластических констант взаимодействую-
щих тел; s 
1
, E
1
 –  коэффициент Пуассона 
и модуль упругости для колесной пары [2, 
8]; τ
1 
= η
1 
/ E
1
, τ
1
 –  время релаксации в случае 
вязкоупругой модели; η
1
 –  коэффициент 
вязкого сопротивления; g (0< g ≤1) –  пара-
метр дробности; P
m
 –  максимальное значе-
ние контактной силы перед началом этапа 
разгрузки; a
m
 –  максимальное смятие мате-
риала в области взаимодействия; a
0
 –  теку-
щее значение смятия; q и b –  эксперимен-
тально определяемые константы; a
cr
 –  кри-
тическое значение смятия .
При моделировании динамического 
взаимодействия колеса и рельса с учетом 
однородности и изотропности материалов 
двух тел и гладкости контактирующих по-
верхностей уравнения движения колеса 
и рельса после начала взаимодействия 
принимают вид
( )my P t= − ,
( ) ( )
4
4
,
w
EI F w P t x
x
r d x
∂
+ = −
∂
  (8)
где m –  масса колеса; y –  перемещение 
колеса; w(x, t) –  прогиб рельса; E –  модуль 
Юнга; I –  момент инерции сечения рельса 
Рис. 1. Модель контактного взаимодействия 
колеса и рельса.
– время релаксации в случае вязкоупругой модели; 1 – коэффициент вязкого 
сопротивления;   (0   1) – параметр дробности; Pm – максимальное значение 
контактной силы перед началом этапа разгрузки; m – максимальное смятие 
материала в области взаимодействия; 0 – текущее значение смятия; q и  − 
экспериментально определяемые константы; cr – критическое значение смятия. 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Модель контактного взаимодействия колеса и рельса. 
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где m – масса колеса; y – перемещение колеса; w(x,t) – прогиб рельса; E – 
модуль Юнга; I – момент инерции сечения рельса относительно средней линии; 
F – площадь сечения рельса;  – плотность его материала;  (х-) – дельта 
функция Дирака; х – координата, отсчитываемая вдоль оси рельса, точка над 
величиной означает частную производную по времени. 
Уравнения (8), (9) интегрируются с учетом начальных условий  
000
,0 Vw tt                 (9) 
и зависимости между силой взаимодействия и местным смятием (1)-(6). 
После интегрирования определяющего соотношения получаем 
функциональное уравнение для определения контактной силы:  
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относительно средней линии; F –  площадь 
сечения рельса; r –  плотность его матери-
ала; d (х-x) –  дельта-функция Дирака; х – 
координата, отсчитываемая вдоль оси 
рельса, точка над величиной означает 
частную производную по времени .
Уравнения (8), (9) интегрируются с уче-
том начальных условий
00 0
0,
t t
w Va
= =
= =    (9)
и зависимости между силой взаимодейст-
вия и местным смятием (1)-(6) .
После интегрирования определяющего 
соотношения получаем функциональное 
уравнение для нахождения контактной 
силы:
( )
( ) ( )
1
2/3
0 2 2 1
0 0
1
 
 sin ,
tt
t
n n
n o
V t P t dt dt k P
m
A P t dτ ω τ τ
′− = +
+ −
∫ ∫
∑ ∫  (10)
где коэффициенты A
n
 зависят от вида соб-
ственных функций и собственных значе-
ний в задаче .
Решение интегро-дифференциального 
уравнения типа (10) для соотношений (1)-(7) 
находится численно с помощью ЭВМ, ис-
Рис. 2. Зависимость контактной силы от времени для разных моделей 
контактного взаимодействия колесо-рельс.
Рис. 3. Зависимость контактной силы от времени для разных скоростей движения экипажа.
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ходя из предположения, что на каждом до-
статочно малом интервале ( )1n t nτ τ− ≤ ≤  
неизвестные величины изменяются линей-
но ( ) ( )1n nP n P Pτ τ−= −  . Подобная вычи-
слительная итерационная схема чаще 
всего используется при представлении 
неизвестных величин в виде разложений 
в ряды по специальным функциям [6–10] . 
Это связано с тем, что итоговое определя-
ющее уравнение содержит суммирование 
по двум индексам .
На рис . 2, 3 показаны зависимости кон-
тактной силы от времени . На рис . 2 кривые 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 построены при использо-
вании соотношений (1), (2), (3), (4), (5), (6) 
и (7) соответственно, а кривая 8 взята из [2], 
скорость движения транспортного средст-
ва V
0
 = 80 км/ч . На рис . 3 кривые 1, 2 соот-
ветствуют V
0
 = 200 км/ч, кривые 3, 4 – 
V
0
 = 150 км/ч, кривые 5, 6 – V
0
 = 100 км/ч, 
кривые 1, 3, 5 были рассчитаны при помо-
щи соотношений (5), а кривые 2, 4, 6 –  при 
помощи соотношений (3) .
Из рис . 2 видно, что модели (3) и (5) 
дают наилучшее приближение к результату 
эксперимента и что при скоростях ≈80 км/ч 
реологические свойства колеса и рельса 
уже заметно влияют на максимальное зна-
чение контактной силы и время взаимо-
действия . На рис . 3 сравниваются резуль-
таты использования вязкоупругой (3) 
и упруго-пластической зависимостей (5) . 
При увеличении начальной скорости вза-
имодействия колеса и рельса (скорости 
движения экипажа) разница между значе-
ниями максимальных контактных сил, 
полученных при использовании зависимо-
стей (3) и (5), а также время взаимодейст-
вия растут .
Выводы. В ходе исследования получены 
графические зависимости контактной си-
лы от времени для различных моделей 
контактного взаимодействия колеса 
и рельса, которые показали, что даже при 
скоростях движения экипажа 80 км/ч не-
обходимо учитывать вязкоупругие и упру-
го-пластические свойства материалов . 
Модификация имеющихся соотношений 
для контактной силы и местного смятия 
позволила приблизить получаемые графи-
ческие зависимости к результатам экспе-
римента . Предложенный алгоритм дает 
возможность выбрать математическую 
модель контакта, наиболее точно описы-
вающую происходящие процессы во взаи-
модействующих телах, и получить близкие 
по отношению к экспериментальным 
данным значения максимальной силы 
взаимодействия и времени контакта .
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Background. During the construction of high-
speed rail lines it is necessary to take into account 
changes in the classical model of contact of wheel set 
and rail. On the one hand, high speed does not allow 
plastic deformation in the vicinity of wheel and rail 
contact area [1–4] to fully develop, on the other hand, 
grown speed increases dynamic component of final 
stresses and efforts [5–7], and the ratio of classical 
Hertz theory [8, 9] for contact between two bodies 
does not provide a sufficient approximation of the 
results of experiments [10], either does not allow to 
describe all the processes occurring in the wheel and 
the rail.
Requirements of engineering practice in the 
transport sector force researchers to improve 
rheological models of contacting bodies, to assess in 
more detail the nature of their interaction and a wide 
range of effects accompanying them [11, 12].
Objective. The objective of the authors is to 
consider models of wheel and rail interaction at high 
speeds.
Methods. The authors use general scientific 
methods, comparative analysis, graph construction, 
mathematical apparatus.
Results. The study of the process of dynamic 
contact loading «wheel-rail» (Pic. 1) offers to consider 
several contact models of interaction and different 
rheological properties of interacting bodies:
1. Quasi-static model of Hertz [2, 7]: 
P = ka3/2. (1)
2. Linear elastic model [7, 8]: 
( )1  .P E wa= −  (2)
3. Viscoelastic model [9]: 
( ) ( ) ( ) 111
1 0
 .
t ttE
P t E w w e dtτa a
τ
′−
−
′= − − −∫    (3)
4. Elastoplastic model of Kilchevsky [6]:
2 3
2 3
2 3
max max
, 0, ,
, 0, ,
, 0,  .
b
b
b
bP dP dt P P
bP Pd dP dt P P
bP P d dP dt P P
a
 > <

= + > >
 + < >
 (4)
5. Elastoplastic model of Alexandrov-Kadomtsev 
[6]:
( ) ( )
( )
2 3
max 1
1 max 1
2 3
max max 1
, 0, ,
1 1 , 0, ,
, 0,  .f p
bP dP dt P P
c Pd dP dt P P
b P P dP dt P P
a b b
a
 > <

= + + − > >
 + < >
 (5)
6. A model in which the interaction force is divided 
into stages of loading and unloading [11]. For loading 
stage one can use  (1), for unloading stage:
( )
( )
0
0
q
m
m
P P
a a
a a
 −
=  
−  
, 
( )
0
; ,
;  .0
m crm cr
m cr
a ab a a
a
a a
> −
=  ≤
 (6)
7. Viscoelastic model with fractional derivatives 
of Riemann-Liouville [12]:
( )1P D P E D wg g g gτ τ a+ = − , 
( )
( )0
 .
Г 1
t P t td
D P dt
dt t
g
gg
′−
′=
′−∫  (7)
In the expressions (1)-(7) a is a  local buckling of 
materials of the rail and the wheel; k –  coefficient 
depending on the geometry of contacting bodies and 
elastic characteristics of materials; E
1
 –  modulus of 
elasticity of the interaction region of the wheel set and 
the rail; w –  movement of the lower edge of the rail; 
l	= 5.7, 
( )( )( )1 322 19 16b k k Rπ= + , ( )21 1 11k Es= − , 
( )21k Es= − , plkχ π l= , ( )( )231 13 4P R k kχ= + , 
1 2d Rχ= , ( )( ) 32131 43 kkRb ff += − , 
1 1 1
p fR R R
− − −= − , 
( )( ) 1 2 3 21 max4 3fR k k P χ −= + , 
( ) ( ) ( ) 1max max1 2p pP P Ra b χ
−
= − , 0 .33b = ,
( )1 21 13 8с k kχ= + , plk  
is the smallest of plastic constants of interacting 
bodies; s 
1
, E
1
 –  Poisson’s ratio and the modulus of 
elasticity for the wheelset [2, 8]; 1 1 1 ,Eτ η=  τ1 – 
relaxation time in the case of a viscoelastic model; 
η
1
 –  viscous resistance coefficient; g (0< g ≤ 1) – 
fractionality parameter; P
m
 –  maximum contact force 
before unloading stage; a
m
 –  maximum buckling of 
the material in the interaction zone; a
0
 –  current value 
of buckling; q and b –  experimentally determined 
constants; a
cr
 –  critical buckling.
In the simulation of the dynamic interaction 
between the wheel and the rail, taking into account 
homogeneous and isotropic materials of two bodies 
and smoothness of contacting surfaces equations of 
motion of the wheel and the rail after the start of the 
interaction takes a form
( )my P t= − , ( ) ( )
4
4
,
w
EI F w P t x
x
r d x∂ + = −
∂
  (8)
where m is the  mass of the wheel; y –  displacement 
of the wheel; w(x, t) –  deflection of the rail; E –  Young’s 
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ABSTRACT
The authors evaluate the process of dynamic 
contact «wheel-rail» through analysis of several 
simulation models of interaction, allowing to take into 
account different rheological properties of contacting 
bodies. The research apparatus comprises equations 
describing the motion of wheel and rail in the vertical 
direction, which are then solved using initial conditions 
and numerical iterative scheme, assuming that at 
small time intervals individual values behave linearly. 
The proposed algorithm allows to determine that at 
medium and high speeds of vehicle movement the 
elastic-plastic dependence of Alexandrov-
Kadomtsev is most appropriate to describe the 
nature of interaction between the wheel and the the 
rail, as well as to find individual dynamic values.
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curves 5 and 6 – 0V   100 km / h, curves 1, 3 and 5 were calculated using the 
equations (5), and curves 2, 4, 6 - by means of relations (3). 
Pic. 2 show that models (3) and (5) give the best approach to the experimental 
results, and that, at speeds of  80 km / h rheological properties of the wheel and the 
rail has a significant influence on the maximum value of the contact force and the 
time of interaction. Pic. 3 compares the results of the use of visco-elastic (3) and 
elastic-plastic dependences (5). With an increase in the initial speed of interaction of 
wheel and rail (vehicle speed) the difference between values of maximum contact 
forces obtained using relations (3) and (5), and the interaction time are growing. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pic. 2. Dependence of the contact force on time for different models of contact 
interaction of wheel-rail. 
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modulus; I –  moment of inertia of the rail section with 
respect to the midline; F –  cross-sectional area of the 
rail; r –  density of its material; d (х-x) –  delta of Dirac 
function; х –  coordinate measured along the axis of 
the rail, the dot above the value means a partial 
derivative with respect to time.
Equations (8) and (9) are integrated with account 
of initial conditions
00 0
0,
t t
w Va
= =
= =    (9)
and of dependence between interaction force and 
local bearing (1)-(6).
After integration of the defining relation we obtain 
a functional equation for determining the contact 
force:
( )
( ) ( )
1
2/3
0 2 2 1
0 0
1
sin ,
tt
t
n n
n o
V t P t dt dt k P
m
A P t dτ ω τ τ
′− = +
+ −
∫ ∫
∑ ∫  (10)
where coefficients A
n
 depend on a type of 
eigenfunctions and eigenvalues in the task.
Solution of integral-differential equation of the type 
(10) for relationships (1) –  (7) is found numerically by 
computer, based on he assumption that at each 
sufficiently small interval ( )1n t nτ τ− ≤ ≤  unknown 
quantities vary linearly ( ) ( )1n nP n P Pτ τ−= − . Such 
computing iterative scheme is most often used in the 
presentation of unknown quantities in the form of 
expansions in series of special functions [6–10]. This 
is connected to the fact that the final determining 
equation contains the summation based on two indices.
Pic. 2, 3 show dependences of the contact force 
on time. In Pic. 2 curves 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 are 
constructed using the relations (1), (2), (3), (4), (5), 
(6) and (7) respectively, and the curve 8 is taken from 
[2], the speed of the vehicle V
0
 = 80 km / h. In Pic. 3 
curves 1,2 correspond to V
0
 = 200 km / h, curves 3 
and 4 – V
0
 = 150 km / h, curves 5 and 6 – V
0
 = 
100 km / h, curves 1, 3 and 5 were calculated using 
the equations (5), and curves 2, 4, 6 –  by means of 
relations (3).
Pic. 2 shows that model  (3) and (5) give the best 
approach to the experimental results, and that at 
speeds of ≈80 km / h rheological properties of the 
wheel and the rail have a significant influence on the 
maximum value of the contact force and the time of 
interaction. Pic. 3 compares the results of the use of 
visco-elastic (3) and elastic-plastic dependences (5). 
With an increase in the initial speed of interaction of 
wheel and rail (vehicle speed) the difference between 
values of maximum contact forces obtained using 
relations (3) and (5), and the interaction time are 
growing.
Conclusion.  In course of the study graph 
dependences of contact force on time for various 
models of contact interaction of wheel and rail were 
produced, which showed that even at vehicle speeds 
of 80 km / h it is necessary to take into account 
viscoelastic and elastic-plastic properties of 
materials. Modification of existing relations for 
contact force and local buckling all wed to make the 
obtained graph dependences closer to the results of 
the experiment. The proposed algorithm makes it 
possible to select a mathematical model of contact 
Pic. 1. The model of contact interaction of 
wheel and rail.
cr
 
 
 
 
 
 
 
Pic. 2. Dependence of the contact force on time for different models of contact interaction of wheel-rail.
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Pic. 3. Dependence of contact force on time for different speeds of vehicle 
movement. 
Conclusion. In course of the study were produced graph dependences of contact 
force on time for various models of contact interaction of wheel and rail, which showed 
that even at vehicle speeds of 80 km / h it is necessary to take into account viscoelastic 
and elastic-plastic properties of materials. Modification of existing relations for contact 
force and local buckling allowed to bring the obtained graph dependences according to 
the results of the experiment. The proposed algorithm makes it possible to select a 
mathematical model of contact that most accurately describes the processes in the 
interacting bodies, and get close with respect to the experimental data of the maximum 
force of interaction and contact time. 
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that most accurately describes the processes in the 
interacting bodies, and to get values of the maximum 
force of interadction and contact time, close to the 
experimental data.
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Pic. 3. Dependence of contact force on time for different speeds of vehicle movement.
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